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Chapitre 3                                                       Espace Vectoriel  et Produit Scalaire 

 

3.1. Produit scalaire, Norme, Orthogonalité  

Nous considérons un espace vectoriel ( )•+,,V , et on rappelle le produit scalaire *   

définit par :  

Définition :  

               ∗   ( ) wvwv

VV

∗→
ℜ→×

,    

Tel que :  

i) uwwu ∗=∗  

ii) ( ) )()( wvuvwuv ∗+∗=+∗  

iii) 00 =⇔=∗ vvv  

iv) ( ) ( )wvwv ∗•=•∗ λλ  

Exemple : 
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Vérifier que c’est un produit scalaire !! 

En effet, 
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Remarque :  

• La norme ( ) tvvzyxzyxv ⋅=++== 222,, est appellé norme euclidienne de 

v. 

Définition  

Dans un espace vectoriel ( )•+,,V , on introduit  

:.
T

vvvv

V

.=→

ℜ→ +

 

Cette opération est appelée la norme de v. 

Proposition  

i) :00 vvv →=⇔= longueur 

ii) vv ×= || λλ   

iii) wvwv +≤+  

                            u 

                         α           v                                                               ( )
vu

vu
T

.
cos

∗=α  

Remarque :  

u et v sont deux vecteurs orthogonaux  si seulement si : 

( ) 0
2

0cos =∗=⇔= T
vuπαα  

Exemple :  

1) (produit scalaire euclidien) 

( );0,1=u   ( )2,0=v  
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2) (autre produit scalaire)  

( );1,1−=u  ( )0,1=v  

( ) ( ) 0
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u et v sont deux vecteurs orthogonaux par rapport à ce produit scalaire, mais 

pas par rapport au produit scalaire euclidien. 

 

3) nℜ    ;.vuvu T=∗   uuu T=  

 

Définition :  

Une base orthogonale { }nuuu ,....., 21  de nℜ est une base où 0=∗ ji uu     ji ≠∀ . 

 

Exemple  

( ) ( ){ }3,0;0,2 Est une base orthogonale dans 2ℜ  

 

Définition  

Une base ortho normale { }nuuu ,....., 21 de ,nℜ est une base orthogonale, de plus 

1=iu  .,...,1 ni =∀  

 

Exemple :  

La base canonique de .nℜ  

 

4.2 Projection Orthogonale.  

 

1) Projection d’un vecteur sur une droite  
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Exemple :  

( )
( )0,3

2,2

=
=

v

u
                                ( )

( )

( )








•



























=
0

3

0

3
0,3

0

3
.2,2

2
uPv  














=








=

0
9

4

0

6

9

6
2

 

B)Projection d’un vecteur sur un plan  

Soient { }21 , vv  une base orthogonale du plan π  
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 : Projection sur v1

 

                                                                                                            ( ) 22

2

2
2 v

v

vu
uP

t

•=
: Projection sur v2

 

 

( ) 2

2

2
12

1

1
21 )()( v

v

vu
v

v

vu
uPuPuP

tt

+=+=π  

Exemple :  
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                              Z 

                                                          u=(1,1,2) 

                                                                                              v1= (1,0, 0)     v2= (0, 1,0) 

                        V1                    v2                Y          
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3.2 Projection d’un vecteur sur un HIPER PLAN de 
nℜ  

On prend une base othonormal { }mvvv ,...., 21  de l’hiperlan H ( )nm ≤  de 
nℜ et n

u ℜ∈ . 

Donc la projection de u sur H est :  

( ) ( ) ( ) ( ) m

T

m

TT

H vvuvvuvvuuP •++•+•= ........... 2211  

On prend ( )nxxxu ....., 21= et ( )nyyyv ....., 21= avec 1=v
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Définition :  

t

v vvP .=  est une matrice de projection sur v (v est un vecteur uniatire). 

 

Propriétés : 

{ .....)..().(.
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v

TTTTTT

v
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=

    

..).(. v
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Définition :  

Toute matrice P  qui vérifie 




=
=

PP

PP
T

2     s’appelle matrice de projection. 

 

En générale, si on a une base { }mvvv ,,, 21 L  d’un sous espace vectoriel de 
n

R  

( )mvvvV ,,, 21 L=  avec mvvv === L21  et jivv
t

ji ≠∀= ,0.  c.a.d. que { }mvvv ,,, 21 L  est 

une base orthonormale de V , alors la matrice  

m

T

m

TT
vvvvvv ... 2211 +++ L  

est une matrice de projection, et projete sur l’espace vectoriel ( )mvvvV ,,, 21 L= . 

Exemple :  

1.-  .1);
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1
,

2

1
( == vv  

La matrice de projection sur v ou sur la droite ( ){ }Rxxx ∈/,  est 


