Chapitre 3 Espace Vectoriel et Produit Scalaire

3.1. Produit scalaire, Norme, Orthogonalité
Nous considérons un espace vectoriel (V,+,), et on rappelle le produit scalaire «
définit par :
Définition :

Vxv - [

C

(v,w) - vlw

Tel que:

i) uCw=wlu

ii) v[(u+w):(v[u)+(v[w)

i) vlv=0 = v=0

iv) vE(Aew)=Ae (vCw)
Exemple :

1) O°x0° = O

Soient v=(x,y,z)DD3;w=(a,b,c)DD3 et
a
v.w) - vOw=(x,y,2)| b |=ax+by+cz00

2) O*x0% = O

() (@b) = v ) - uDv = y)@ i = (e y).(l (l’j(bj - ax+by

0

3) O°x0% -0

2 2\(a
(e, y).(a.b)) = uDv = (x, y)(2 4}@9} = 2qx +2by +2ay +4by

Vérifier que c’est un produit scalaire !!
En effet,
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2 2\ x ) )
u[u:(x’y) . =2x +4xy+4y
2 4)\y

iii) =0

_ 2 2 -
) =00 o

Remarque :

* Lanorme || =|(x y,2)| = Jx*> +y* +2> =\v ' est appellé norme euclidienne de

V.

Définition

Dans un espace vectoriel (V,+,:), on introduit
Vv - 0O

-

v =

Cette opération est appelée la norme de v.

Proposition

i) [v=0<v=0-]|y:longueur
DNZEERIE

i) -+ wf < o] + ]
u

T
a v cos(a) =42

i
Remarque :

u et v sont deux vecteurs orthogonaux si seulementsi :
= =3 = n T =
cos(a) 0e-a A =ullv’ =0

Exemple :

1) (produit scalaire euclidien)
u=(1,0) v=(02)
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uDv:u?v:@pmgjzo

2) (autre produit scalaire)

u=(1-1); v=(1,0)

um:@ﬂwziiazﬁﬂ{gzo

u et v sont deux vecteurs orthogonaux par rapport a ce produit scalaire, mais
pas par rapport au produit scalaire euclidien.

3) O ullv=u"wv; ||u||=\/uTu

Définition :

Une base orthogonale {u,,u,....u,} de 0" est une base ol u, [, =0 i # j

Exemple
{(2,0);(0,3)} Est une base orthogonale dans 00>

Définition
Une base ortho normale {u,.u,....u,}de 0", est une base orthogonale, de plus

e | =1 Di =1.....n.

Exemple :
La base canonique de 0O".

4.2 Projection Orthogonale.

1) Projection d’un vecteur sur une droite
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P Ny
L =cote)=

_uy’
PN

T

P)=
MM

Exemple :

B)Projection d’un vecteur sur un plan

Soient {v,.v,} une base orthogonale du plan 7

t

uv
—_ 1
Pl (M) - || B *V
vl
v2 ! . Projection sur vl
vl P, t
P( ) u V2
= ]
2\l 2 * V2
[V
: Projection sur v2

t t
P,T(u): P (u)+P,(u) = u v12 v, + uv, v,
1 1

Exemple :
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u=(1,1,2)
/ IR vl=(1,0,0) v2=(0, 1,0)
/\ v2 Y
X
1 1 0))YO
P(u)=| (L22) 0[]0+ (L12){1]]1
1 1 0/\0
1 0 1
=10+ 1|=|1
0 0 0

3.2 Projection d’un vecteur sur un HIPER PLAN de 1"

On prend une base othonormal {v,.v,....v.} de I'hiperlan H (m <) de [ "etu D",

Donc la projection de u sur H est :

on prend u = (x,,x,....x, ) €t v =(y,, ...y, )avec || =

Y1 Y
Pv(u):(u.vT)'VZ (x1+--- + x, y.2 . y.2 =
i Yu )| Yo
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(X Hx,y, + kX, Y)Y, y12+y1}’2+"'+)’1yn X
_ (xy tx,y, ot x,y,)y, - yz)’1+y22+"'+)’2yn X2

=(vvHu
(x1y1+x2y2+"'+xnyn)yn yny1+yny2+"'+yn2 X
——
P u
Définition :
—_ 1
Pv = V.V est une matrice de projection sur v (v est un vecteur uniatire).

Propriétés :

RTR =(wyH vy =vyTauy’ =vy" =P

PVT. =wvHvy' =P

v*

Définition :

P =P
Toute matrice £ qui vérifie | p2 = p  s’appelle matrice de projection.

En générale, si on a une base {v.vs v} d’un sous espace vectoriel de R"
(V :<v1,v2,~-,vm>) avec ||v1|| =||v2|| = =||vm|| etv,v,' =0,00i # j cad.que vy} est

une base orthonormale de V', alors la matrice

T T T
v, ty, v, ety v

m m

est une matrice de projection, et projete sur I’espace vectoriel (V = <V1’Vz,'--,vm>).

Exemple :

1 V:(LL)
N \/57\/5’

M=t

La matrice de projection sur v ou sur la droite {(x.x)/xORY} est
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