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Chapitre | : Suites et séries numeériques

Suites numériques: Premiéres définitions

= définition d’une suite

Une suite numérique (un) est une application u de I’ensemble des nombres
des entiers naturels dans I’ensemble des nombres réels déefinie comme suit :

u:IN — IR
n —u(n)=u,

U n est appele terme général de la suite (Un) ou le nieme terme de la suite

Une suite:
= Une fonction
* nentier naturel
= 2 formes: suite explicite ou définie par une relation de récurrence



Chapitre | : Suites et séries numériques

Suites numériques: Premiéres définitions

. .. Exemples:
= suite explicite: )
u =n-+1 définiepour ne N

n
= — s . ®
U, définiepour ne N

u, = ~ln =2 définiepour 7 > 2
Jn

définiepour 72> ()

u =

= suite définie par une relation de récurrence:
Une suite récurrente est définie par
@ une fonction f : R - R
@ un terme initial yp € R
@ une relation de récurrence u,+, = f(u,) pour n > 0

Exemple
@ up =2
@ Uns1 =14 /un. pourn=0

21+ﬁ1+W+ﬁ1+%+ﬁ+ﬂ1+%+%+ﬁ+ﬁm 3




Chapitre | : Suites et séries numériques

Suites numériques: Premiéres définitions

—_—f— N

* suite majorée, minorée, bornée :
@ (up)pen est majoréesi IMeR YneN u, <M
@ (up)peri est minoréesi IdmeR VneN u,>m

<
>

@ (up)neri est bornee si elle est majorée et minorée, c'est-a-dire :

IMeR ImeR VneN m < uy <M
Exemple
Soit (HH)HEN une suite définie par: |u

1 b
}H—IZEHH_I ]

u, =1
Montrons par récurrence que (u,) est minorée par -2

Rappel: Démonstration par récurrence d'une propriété P,dépendantd’un entier natureln

Principe:

*  Onvérifie que la propriété est vraie pour les premiers rangs

*  Onsuppose que la propriété est vraie a un rang n quelcongque et on déemontre gu'elle reste
vraieau rang n +1

On conclut alors que la propriéeté P, est vraie quelque soit I'entier naturel n.

-1
i =1=-2 gy = ——=— 2
0 1 2
Supposons gque u, = — 2 el MONIrons gque u,,] = — 2
1
onau, =-—2 et Euﬂ E—IEIEHH —-1=-1—-1=-2

I

— 2  donc suite minoréec par - 2




Chapitre | : Suites et séries numériques

Suites numériques: Premieres définitions

* Suite croissante, décroissante, monotone

o La suite (u,)pen est croissantesi Yae N uy 2 u, o
@ {un}nr__;[-; est strictement croissante si Yome M .01 > U, + o4
j - 1
e décroissante; strictement décroissante en inversant le sens des 4
inégalités +
@ (Up)ner est monotone si elle est croissante ou décroissante
Exemple de
* Unesuite peut étre ni croissante ni décroissante suite croissante
M
Exemple Hn=4+(—1) uy =5 , u, =3 , u, =5
* Unesuite(u,) est constantelorsque u,,, = u, Vne N

Une suite («,) est stationnaire s’il existe un entier n, tel que:
u, , =u, pourtout entier n z n,

n+1
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Suites numériques: Premiéres définitions

* Convergence, divergence d’une suite
On dit gu’une suite est convergente et converge une constante réelle/ si elle
admet une limite finie: :
nI|%r+r10un =/ ou un —> /

nN—+00

* Opérations usuelles sur les limites des suites
@S5 lim upu=F{obfeRetAceRona lim Au,= Al

Mt A=

@S |lim u,=Clet lim v,=¢,000¢ R, alors

Limites N—k o0 e
finies: : . : ;
im (up4+va) =04+ et lim (uyxvy)=1Ex¢
=K —F 500

@ S5 lim u,=¢o0{eR" alors u, # 0 pour n assez grand et

T
, 1 1
im — = =
N=+00 (g
.o Q@ Si Ilim oo alors  lim - 0
Limites e M o n—s+00 U,

infinies
@ Si lim u,=0et u, >0 pour n assez grand alors |lim — = 4o
4= 0

n N—=++40C Uy



Chapitre | : Suites et séries numériques

Suites numériques: Théoréemes de convergence

* Théorémes de convergence monotone

Toute suite convergente est bornée

Toute suite croissante et majorée est convergente
Toute suite décroissante et minorée est convergente

O O O O

Toute suite croissante non majorée diverge vers + oo

* Théoreme d’encadrement ou des gendarmes

Si (Un)ner, (Vn)nen et (Wa)aer sont trois suites telles que pour tout n P
Tt Wyt + 3 | I T 4 £ ¥

Uy & Vp & Wy et r'IIEr‘In_'L p =i =n|in‘|1 Wi
y L ]

alors la suite (v,),cn est convergente et lim, .o v, =

* Théoreme de suites adjacentes
Définition: Théoréme:
Deux suites (un)acn et (va)acn sont dites adjacentes si _ ‘
(Un)nc ) (Va)ne o Si (un) et (vn) sont adjacentes,
@ (un)nen est croissante et (v, )qen est décroissante

@ pourtout n =0, 0n a uy, = v, elles convergent et ont la méme limite
'u |i!'T'|"_,+ :,{:{U” =1 u”} — 'D 7



Chapitre | : Suites et séries numériques
Suites arithmétiques

= définition
Une suite de nombres (U,) est appelée suite arithmétique ou progression
arithmétique si la relation de récurrence qui la définit est de type:

U, =uU,+r relation derécurrence
u, =aeR terme initial

r étant une constante, et donc indépendante de n
r est appelé la raison de la suite

+r +r +r +r +r
U, u, u, Uy oo Up e Uy g U, U,

v" Pour monter qu’une suite est arithmétique, il faut montrer que la différence
u,., —u, est constante, quel que soit n.

n—+

v' Pour montrer qu’une suite n’est pas arithmétique, il suffit de prouver que les
premiers termes de la suite, cette différence n’est pas constante.



Chapitre | : Suites et séries numériques
Suites arithmétiques

* Recherche de la formule permettant de calculer directement le terme général : u_

+r +r +r o e 3

* Expression du terme général en fonction de n, en partantde wu, | u, =u, +nr

* Expression du terme général en fonction de n, en partantde u; | U, =u,+(n-"1)r|

* Expression du terme général en fonction de n, en partant de u, |4, =u, +(n—p)r

La suite est devenue du type: u, = f(n) 9



Chapitre | : Suites et séries numériques
Suites arithmétiques

* somme des termes consécutifs d’une progression arithmétique

S, =UyF+Ui+ Uy, +U, ,+U,

S =U,+U ; FU 5 +U, + U,

En additionnant cesdeux expressions de la somme, nous obtenons:

2S, = (Uy+U, )+ (U +U, )+ (Uy+U, )+, +(u,,+u)+(u, +u,)

Comme :u,=uU. ,+r

On a

2S, = Uy +U, )+ Uy +Tr+U, =)+ Uy +2r+U, =2+ +U,+r+u,—r)+(u,+u,)

2S. = (Ug+U, )+ (Ug+U )+ (Ug+U )+, +(uy+u,)+(,+u,)
(n+1) fois

2S. =(n+1)(u, +u,)

Donc

5 = (n+1) (u, +u,)

2
La somme des termes a partir du rang k jusqu'au rang n>Kk

_ (n—=k+1)(u, +u,)
! 2 10




Chapitre | : Suites et séries numériques
Suites géométriques
* Définition
Une suite de nombres (u,) est appelée suite géométrique ou progression
géométrique si la relation de récurrence qui la définit est de type:

u., =qu, relation de recurrence
u, = aeR terme initial

g étant une constante, et donc indépendante de n
g est appelé la raison de la suite

Xq xq xq Xxq xq
VNN O
uﬂ u_l U2 u3 up uﬂ—1 uﬂ un+1

«  Pour monter gu’une suite est géométrique, il faut montrer que le quotient

Uni st constant, quel que soit n.

u

n

e  Pour montrer qu’une suite n’est pas géométrique, il suffit de prouver que les
premiers termes de la suite, ce quotient n’est pas constant.



Chapitre | : Suites et séries numériques
Suites géométriques

* Recherche de la formule permettant de calculer directement le terme général : u_

xq xq x(q A
o VR up....”..----- un_-l uﬂ uﬂ+1
xq"" ————/
_—j—f__ﬂd_

. ’7 ’7 . v — n
* Expression du terme général en fonction de n, en partantde Uy ;| U, = Uy xXq
P g P

* Expression du terme général en fonction de n, en partantde wu, | u, =u,xq""’

. s s . 5 n—p
* Expression du terme général en fonction de n, en partantde Y, | U, =U,Xxq

La suite est devenue du type: u, = f(n) 12



Chapitre | : Suites et séries numériques

Suites géométriques

* Somme des termes consécutifs d’une progression géométrique

Donc

0S, = Uy + QU +eeererreeeerereeeeeae,

+ qnuo + qn+1u0

En soustrayant membre a membre ces deuxégalités, nous obtenons

Sn _qsn =U, _qn+1u0 = Uy (1_ qn+1)

cad S,(1-q)=u,(1-q"*)

Donc

-

n+1
Sigel S —u, L9
1-q

Sig=1 S, ,=(n+1u,

\

La sommedestermesa partir du rang k jusqu'au rangn >k

k4l
S, =Uu, d-9" ) Sig=#1
1-q
<
S,=(M-k+2u, Sig=1

13




Chapitre | : Suites et séries numériques
Suites géométriques

* Convergence s’une suite géométrique

Soit ) une suite géomeétrique de terme initial
et de raison ¢

Lonsequence .

(q") diverge.

| Si q£—1 (q"] oscllle et diverge.|: (u,,) oscille et diverge.

. 5 |

|si -1<q<1/| 9 ] converge vers 0. | (U,,) converge vers 0.

: 1 " - :

1 si g=1 q ] converge vers 1. (uﬂ) converge vers Uy .

| Si g>1 Iimq” =+ imu, =00 selon le signe de 4,

: (u") diverge.

14



Chapitre | :Suites et séries numériques
Séries Numériques (Généralités)

= Définition
Soit (u,) une suite de nombres réels, on pose :

n
Sy =D U =Ug+U; +Uy + oo, +u
k=0

On appelle série de terme général U, la suite (5;) des sommes
partielles définie par : n
Sp =2 Uy
k=0

S, s‘appelle la somme partielle d’ordre n de la série
= Notation
Une série de terme général U, est notée DU ou Zu” 15

n>n,



Chapitre | :Suites et séries numériques
Séries Numériques (Généralités)

* convergence: Définition

On dit que la série 2. i, est convergente si la suite des sommes
partielles (5#) est convergente et converge vers une limite finie S.

Dans ce cas, la limite de la suite (5, ) est appelée somme de la série
et on note :

n +00
S=1imS, =lim>) u =>u,
k=0 n=0

N—>+00 N—>+00

Une série de terme général U, est dite convergente si la suite des
sommes partielles(5,) est convergente.

Une série qui n’est pas convergente est dite divergente
16



Chapitre | :Suites et séries numériques
Séries Numériques (Généralités)
* Convergence: Etude de la série géométrique

On considere la série (appelée série géométrique de raison q )
/7 7 n
de terme géneral u_=u,q

n+1

. 1-q

Sig=#1l S =u

n q n 0 1—q

Onas,=> Uy =Uy@+q+0% e, +9") =
k=0

Sig=1 S,=u,(n+1)

~

On remarque ainsi que limS, existe si et seulementsi |q| <1

N—+00

Dans ce cas la série géométriqgue converge et on a

2-021

e 1-q
A ’ - T ]' ]‘ =
EXEMPLE La série de terme général U, = 5. converge car ¢ = vérifie |g| < 1
1 . 1 ; 1. 1 1 1
Sa somme est S =_—_— =2 Ce qulj signifieque 1+ -4+ =+ —=+...=2
1 2 ' 92 " 923
1— = 17
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