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Figure de couverture

Haut : qui sont ces quatre barbus?

Bas :

FIG. 3. (Color) The final four-year sky map (in galactic coordinates) produced by the DMR experiment aboard COBE. Some of
the stronger features seen off the galactic plane are due to real CMBR anisotropy. The 2.73 K CMBR level, the 3.3 mK dipole, and
most of the galactic emission have been subtracted to obtain this map. The temperature range is 150 uK. (Figure courtesy COBE
Science Working Group, NASA/GSFC.)

Figure tirée de Darticle : Lyman Page & David Wilkinson, <« Cosmic microwave background radiation >,
Review of Modern Physics 71, S173 (1999).



Conseils bibliographiques

Attention : ces notes de cours succinctes ne dispensent absolument pas d'aller consulter des
ouvrages. Lire des ouvrages scientifiques et apprendre a en tirer de I'information (sans forcément
les lire in extenso) est un exercice essentiel de la formation scientifique.

A. Physique statistique

Les ouvrages les plus faciles d’acces :
e Une introduction : volume V du cours de Berkeley de F. Reif [14].

e Pédagogique et plutot synthétique : C. & H. Ngo [11].
e Complet et pédagogique : B. Diu, C. Guthmann, D. Lederer & B. Roulet [6] ('ouvrage fait ~1000

pages mais le coeur n’occupe que ~ 235 pages, le reste étant des compléments et illustrations).
e Un livre récent de nos collegues Nicolas Sator (UPMC) et Nicolas Pavloff (UPSud) [15].
e Polycopié (en anglais) de Henk Hilhorst : http://www.th.u-psud.fr/page_perso/Hilhorst/

e Par deux enseignants de ’équipe “physique statistique” du magistere [I7

Physique

Ouvrages de référence : statistique
e Re-citons : B. Diu, C. Guthmann, D. Lederer & B. Roulet [6].
e Un ouvrage tres agréable : R. K. Pathria & P. D. Beale [12] wm

(avec discussion des transitions de phases et ses phénomenes critiques).

e Un livre classique et complet : F. Reif [13].

e Un autre classique (plus difficile) : le <« Landau & Lifchitz > [9].

e Tres profond et complet, mais également plus difficile : R. Balian [2, [3].

Exercices :
e Par deux anciens enseignants de 'UPMC et membres du LPTMS (U-PSud) : H. Krivine &
J. Treiner [§].

B. Réviser la mécanique quantique

e Un grand classique : C. Cohen-Tannoudji, B. Diu & F. Laloé [3].
e Deux excellents livres récents : J.-L. Basdevant & J. Dalibard [4] et M. Le Bellac. [10].

e Encore plus récent, assez synthétique et avec une légere coloration < matiére condensée/physique

mésoscopique >, [16] (fait spécialement pour le magisteére d’Orsay ©).

Mécanique
. . quantique
C. Physique du solide S s
e Un livre assez descriptif et agréable : C. Kittel [7]. |
e

e Un classique assez détaillé : N. Ashcroft & N. Mermin [I].


http://www.th.u-psud.fr/page_perso/Hilhorst/

1 A quoi sert la physique statistique ?

La physique statistique permet de déduire, par 'utilisation de méthodes probabilistes, les
propriétés des systemes aux échelles macroscopiques a partir des lois qui gouvernent les
constituants élémentaires aux échelles microscopiques.

Par exemple : & partir des lois décrivant le mouvement et les interactions en les atomes (mécanique
newtonienne), elle permet de prédire (et donc de comprendre) les propriétés a 1’échelle macro-
scopique (phases gazeuse, liquide, solide).

C’est une théorie < sur-couche > : il faudra donc injecter 'information sur le niveau de
description de I’échelle microscopique. Par exemple les lois de la mécanique classique : notions
de position, impulsion, espace des phases, le principe fondamental de la dynamique,...

Emergence : Il faut toutefois bien comprendre que le niveau fondamental ne se trouve pas
dans la description microscopique. En atteste que différents types de description de I’échelle
microscopique peuvent conduire a des résultats analogues a 1’échelle macroscopique.

Elémentaire # Fondamental

Par exemple, 'existence de différentes phases (gazeuse, liquide, solide) n’est pas contenue dans
les lois de Newton et la description du potentiel d’interaction inter-atomique. C’est le passage
a la limite N — oo atomes (en fait N ~ Ny = 6 x 10?3) qui permet de comprendre I’émergence
de ces différentes organisations de la matiére.

2 Description microscopique

L’utilisation du langage probabiliste consiste & remplacer 1’étude de la dynamique (com-
plexe) du systeme, i.e. caractériser par quelle succession d’états passe le systéme, par une in-
formation de nature probabiliste, i.e. déterminer avec quelle probabilité le systeme occupe
un état particulier.

2.1 Equilibre macroscopique

Le cours s’intéresse aux systemes a 1’équilibre macroscopique :
e Toutes les grandeurs macroscopiques sont stationnaires.

e Les flux macroscopiques sont nuls.

Exemple : Le gaz dans une salle est a I’équilibre macroscopique (température, densité,...
constants). Il n’y a pas de flux (pas de phénomene de convection entretenu par un ventilateur,
par exemple). L’équilibre macroscopique est a distinguer de ’équilibre mécanique (immobilité).

2.2 Description classique

Considérons le cas concret (et important) d’'un gaz d’atomes (sans degrés de liberté internes),
des atomes d’hélium par exemple. Dans le cadre de la mécanique classique, 1’état du systeme
est caractérisé a un instant donné par ’ensemble des positions et impulsions des atomes, i.e. un
point de ’espace des phases :

< microétat > : (P, ,PN,D1, - ,pn) = € espace des phases




Connaissant fo = f(to), la logique de la mécanique classique consiste a déterminer la trajectoire
['(t) pour t > tg, en résolvant les équations du mouvement (en général 6N équations différentielles
non linéaires du premier ordre couplées) :

) L g 4O
dt m"" dt
Comme le nombre d’atomes est typiquement énorme, N ~ 1023, cette entreprise est désespérée...

L’information probabiliste est encodée dans une distribution de probabilité dans ’espace des
phase, que nous notons p(I').

= —V,V(A (), -, 7ixn®) ,i=1,---,N

Le microétat est caractérisé par un vecteur (& 6N composantes) T qui varie contintiment
dans I’espace des phases. p(f) est une densité de probabilité, i.c. p(f) dSNT est la probabilité
pour que le systéme se trouve dans le volume élémentaire d5V [’ autour de T'. Elle satisfait la
condition de normalisation [ p(T)dONT = 1.

Objectif : L’objet du cours sera de définir quelques régles simples permettant de déterminer

=

la distribution p(T'), qui dépendra seulement d’un petit nombre de parametres macroscopiques
(Iénergie totale pour un systéme isolé, le volume, etc). On parlera ainsi de

< macroétat > :  p(I)

2.3 Description quantique

On aura parfois besoin de se placer dans le cadre de la mécanique quantique (par exemple
pour étudier la vibration moléculaire dans les gaz ou la vibration des corps solides). L’informa-
tion microscopique est cette fois encodée dans un vecteur d’état, élément de I'espace des états
quantiques (un espace de Hilbert J¢) :

’<< microétat > :  [¢y) € ﬁ‘

ou en pratique ’état quantique |1)y) est repéré par un ensemble de < nombres quantiques > re-
groupés dans la notation < £ >.

Exemple : si l'on considere une particule libre dans une boite cubique, pour des conditions
aux limites de Dirichlet, les états quantiques (stationnaires) sont de la forme

Ungonym. (T) = (2/1))3/2 sin(ngma/L) sin(nymy/L) sin(n,mz/L) avec ng, ny, n, € N

pour une énergie Ep, 5, n, = (n2 + nz +n2)m2h?/(2mL?).

Exemple 2 : état de spin.— Les particules élémentaires portent un moment cinétique in-
trinseque appelé spin (qu’on pourrait interpréter, incorrectement, comme le moment cinétique
caractérisant la rotation de la particule sur elle-méme). La dimension de l'espace des états de
spins est (2s 4+ 1). Un exemple important est le cas du spin 1/2 (électron, proton, neutron,...)
caractérisé par deux états de spin : par exemple la base des états propres de la composante S, du
vecteur spin : {| 1), | 1)}. Evidemment, contrairement aux états orbitaux de la particule dans

la boite que nous venons de discuter, les états de spins n’admettent pas de description classique.

La notion de macroétat correspond & se donner ’ensemble des probabilités d’occupation des
microétats :

< macroétat > :  {P} ‘

avec »_, Py = 1. La mécanique quantique assure le caractere discret des microétats.



2.4 Compter les microétats : densité d’états

Nous allons voir que la probabilité d’occupation d’un microétat £ est une fonction de son énergie
Ey (ce qui est lié a 1’équilibre). Il deviendra essentiel de compter les microétats, ce que nous
faisons a l’aide de la densité des états quantiques, ou plus simplement < densité d’états > (on
peut compter les microétats grace & leur caracteére discret, c’est une notion quantique) :

’p(E) dFE = # de microétats dans [E, E + dF] ‘ (1)

ou une autre représentation commode a utiliser :

p(E) =S 6(E - Ey) (2)
4

ol la somme porte sur les états quantiques (# niveaux d’énergie). Cet objet étant extrémement
singulier mathématiquement, on préferera souvent considérer son intégrale, la <« densité d’états
intégrée >

E
O(E) d:ef/ dE' p(E') = Z Ou(E — Ey) = # de microétats d’énergies inférieures a £, (3)
1

—00

2.4.1 Exemple : densité d’états de N systémes a deux niveaux

On consideére N spins 1/2 soumis & un champ magnétique B, (un cristal paramagnétique) :
chaque spin peut se trouver dans un des deux états propres de la composante S, notés | 1) et
| 1) (les états individuels) auxquels nous associons les deux énergies Fep (I'état d’énergie la plus
basse correspond au cas ou le moment magnétique est alignée sur le champ), ou eg = mo B et
mp le moment magnétique. Les microétats sont des états produits tensoriels, comme | 1); ® | 1
@[ 1)@ @ L)n-1®] T)N-

Notons n4 (resp. n) le nombre de spins dans 'état | 1) (resp. | |)). L’énergie est alors
E = eg(—ny + ny). F_-I Puisque chaque retournement de spin a un colt énergétique +2epg, le
spectre des énergies est donc F € {—Nep, (—N + 2)ep, (=N + 4)ep, - + Neg}. Quelles
sont les dégénérescences gpr des niveaux d’énergie Eyy = 2M eg (avec M € {—N/2, —N/2 +
1,---,N/2})7 La dégénérescence correspond au nombre de manieres de choisir ny parmi les
N : gy = N/ [nT! n il]' Puisque les niveaux sont tous équidistants, la relation entre la densité
d’états est simple : il y a un niveau d’énergie par intervalle de largeur 2e¢5, d’ott

Ey) = = — FE —N N . 4
p(Er) 2en 225 nilngl avec Eyy € [-Neg, +Neg| (4)

On consideére la limite thermodynamique N — oo et E — oo (t.q. E/N est fixé)

ln(gM):NlnN—nTlnnT—nilnniz—nﬂn%—niln% (5)

N E E N K E
=Nh2-=(1-— |ln(1-— )= (14— )In(1+—
1 2< N&B)n< ng) 2 < +N€B>n< +N€B>

En utilisant dF = —2egdny et dE = +2e5dn, on peut développer la fonction au voisinage de
son maximum (E = 0), d’ou finalement

p(E) ~ p(0) e~ F*/(2Nep) pour |E| < Neg. (6)
C’est donc une fonction de largeur typique v Neg.

& Exercice 2.1 : En utilisant la formule de Stirling (cf. formulaire), montrer que p(0) ~
2V /[V2rNeg]. Que vaut [dE p(E)?

Ydotng = (N — E/eg)/2 et ny = (N + E/en)/2.




2.4.2 Regle semiclassique

On formule une regle de calcul de la densité d’états pour les systemes qui admettent une descrip-
tion classique (évidemment, cela ne s’applique pas aux états de spin du cristal paramagnétique
de spins 1/2 que nous venons de discuter).

Exemple : Densité d’états de la particule libre.— Le spectre des énergies d’une particule
libre non relativiste de masse m dans une boite est le spectre des ondes planes

h2k 2
- 2m

- 27
E€f aveck:f(nl,--~ ,Ng) pour n; € Z

correspond aux conditions auz limites périodiques (plus pratiques). La densité d’états intégrée
est

VOl a7 Vol d— ﬁ2
B(E) = Y0 (E - <) =~ (%)d/d Fou(E— <) :hd/d 500 (E_m -
k
ou l'on a remplacé la somme sur les nombres quantiques par une intégrale :

4’k

Ld
Z - / (2m)d

k

cette relation générale permet de passer de la somme sur les modes d’une équation d’onde
(quantifiés en volume fini), & une intégrale. Le passage de la somme a 'intégrale est licite si le
spectre est suffisamment dense, i.e. I'écart typique entre niveaux, h?/(mL?) suffisamment petit &
I’échelle des autres échelles caractéristiques du probléme. Finalement, 'intégrale (7]) correspond
au volume de la sphere de dimension d et de rayon v2mE (cf. éq. du formulaire) :

Vol mE \4?
®(E) = I(d/2+1) <2ﬂh2> ' ®)

Ce calcul correspond a une < approximation semiclassique > car on a utilisé que le spectre est
extrémement dense (la densité d’états est une fonction continue) : la quantification du spectre
des énergies n’apparait plus qu’a travers la présence du 1/ h? au dénominateur.

(tres utile) :

Densité d’états intégrée a ’approximation semiclassique.— L’intérét de est d’avoir
ramené le calcul du nombre d’états quantiques a une intégrale dans ’espace des impulsions, et
in fine une information de nature géométrique (dans l’espace des phases classique). Dans le cas
général, on montre que la densité d’états intégrée s’exprime, a ’approximation semiclassique,
comme une intégrale dans l'espace des phases (classique) des N particules :

N 1B37d35;
Pae() = [ T[T 0ut -~ H( ) ©

#y Exercice 2.2 : Calculer la densité d’états de particules ultrarelativistes en dimension d
décrites par la relation de dispersion e = ||pl|c, en tenant compte d’un facteur de dégénérescence
de spin gs. Discuter le cas d = 3.



Indiscernabilité : Pour des atomes identiques, donc indiscernables [16], on doit tenir compte
du fait que les N! permutations des atomes laissent 1’état quantique invariant :

1
(I)indisc(E) = ﬁq)disc(E) (10)

Remarque : nous verrons que cette relation n’est qu’une approximation, valable dans le régime
semiclassique (limite diluée), cf. section [5}

Gaz d’atomes sans interaction : On applique la regle semiclassique

libres (E)Ni VN mE \ 3N/2 Stirling edN/2 v N mE 3N/2 )
indisc — N'F(%—i—l) 27Th2 - 7T\/6N N 37Th2N s

ot V = L3 est maintenant le volume dans Iespace tridimensionnel.

Atomes sur un réseau : le facteur 1/N! doit-il étre introduit ?— Si l'on considere
des atomes sur un réseau, on “attache” chaque atome (indiscernable) & un nceud du réseau
(discernable). Puisqu’il y a N! facons d’attacher les NV atomes aux N noeuds, il y a simplification
et il n’y aura pas de facteur 1/N! in fine.

#y Exercice 2.3 : Calculer la densité d’états semiclassique pour le modeéle d’Einstein décrivant
des atomes attachés aux N nceuds d’un réseau par des forces harmoniques H = Zfil (ﬁﬁl 24

%mwQFi 2), ou 7; décrit I'écart a la position d’équilibre de ’atome i. Les atomes sont indépendants.

3 Entropie

Trois interprétations de ’entropie :

(i) Machines thermiques : quantifier l'irréversibilité des processus de transformation et discri-
miner les processus autorisés et les processus interdits (2nd principe de la thermodynamique).

(i) Thermodynamique : Uentropie est la variable conjuguée de la température et mesure donc
I’agitation moléculaire.

(#ii) Théorie de l'information : se donner un ensemble de probabilités d’occupation {P;} des
microétats (i.e. un macroétat) traduit une perte d’information sur I’état du systéme. L’entropie
statistique (ou entropie de Gibbs-Shannon) permet de quantifier cette information manquante :

SUPY) = ~kp Y P InP (12)
l

kg =1.38 x 10723 J K1 est la constante de Boltzmann.

Quelques propriétés de ’entropie statistique :

e La valeur minimale est Sy, = 0, qui correspond au cas ou le systéme se trouve dans un
microétat bien déterminé, Py = dpy, (information maximale).

e Si le nombre de microétats est fixé, £ =1, 2,--- €}, la distribution qui contient le moins d’in-
formation est la distribution uniforme Py = 1/ V¢, qui correspond donc & ’entropie maximale
Smax = kg In Q.

e C’est une fonction concave vis & vis de n’importe lequel de ses arguments : 925/90X? < 0.

e Si l'on considere deux systemes A et B indépendants, I'entropie est additive

S(A® B) = S(A) + S(B) si A et B sont indépendants. (13)



dans le cas général S(A® B) < S(A)+ S(B) (la différence S(A) + S(B) — S(A® B) > 0 mesure
I'information liée aux corrélations entre les deux systémes).

4 Les ensembles de la physique statistique

Les < ensembles > correspondent a différentes distributions {Fy} (macroétat), i.e. probabilités
d’occupation des microétats. La forme de la distribution est fixée par les conditions extérieures
(ex : I’énergie si elle est fixée, etc).

4.1 Ensemble microcanonique (systéme isolé)

4.1.1 Distribution microcanonique

Si le systeme est isolé (E, V, N,... fixés), la probabilité d’occupation d’un microétat est uniforme
sur I'ensemble des microétats accessibles, i.e. satisfaisant les contraintes extérieures.

Postulat fondamental de la physique statistique : tous les microétats accessibles d’un
systeéme isolé et a I’équilibre (macroscopique) sont équiprobables.

Ce qu’on écrit

1
S E<E<E+0E
pr={0®E ‘ ot [QE) = p(E)E| (14)

0 sinon

est le nombre de microétats accessibles (d’énergies € [E, E + dE]). JE est une incertitude sur
notre connaissance de 1’énergie. On appelle la distribution microcanonique.

Ergodicité : Le postulat fondamental repose sur ’hypothese ergodique, i.e. I'idée que le
systeme explore suffisamment efficacement son espace des phases pour remplacer les moyennes
temporelles par des moyennes d’ensembles sur une couche d’énergie E (in fine on s’intéresse
toujours a des moyennes d’observables).

4.1.2 Entropie microcanonique

D’apres la formule de Gibbs-Shannon , I’entropie de la distribution uniforme est

’ S*(F)=kp InQ(E) ‘ (entropie de Boltzmann) (15)

ou la dépendance dans les autres variables externes, V, N, etc, est implicite. Cette formule
remarquable ramene le calcul de l'entropie a un probléme combinatoire : il faut calculer le
nombre de manieres de distribuer ’énergie disponible parmi les sous parties du systeme.

4.1.3 Les propriétés thermodynamiques

Pour déduire 'information “intéressante” (température, pression,...) de entropie de Boltzmann,
qui joue le role de < fonction génératrice des propriétés thermodynamiques >, on utilisera le lien
avec la thermodynamique. Partons de I’égalité fondamentale de la thermodynamique :

] dE(S,V,N,---) =TdS — pdV + pdN + - -- (thermodynamique) \ (16)




“ooum

ou p est la pression et u le potentiel chimique. E| Dans les on peut ajouter ’énergie
magnétique —M dB, une énergie de surface —ydo ou 7y est la tension de surface, etc. On peut
encore écrire dS = (1/T)dE + (p/T)dV — (u/T)dN + ---, ce qui montre qu’une autre fonc-
tion tout aussi fondamentale est S(E,V, N, ---). L’exigence de correspondance entre la physique
statistique et la thermodynamique, dans une certaine limite & définir, nous conduit a intro-
duire la température microcanonique 7%, la pression microcanonique p* et le potentiel chimique
microcanonique p* grace a ’égalité

1 p* % : -
ds* = T dE + T dV — T dN +--- (physique statistique)
i.e.
1 et 0S5* p* def 0S5* ,LL* def 0S5*
- 9E ' T+ _ov ' T+ 9N = °° (a7)
T* est la température absolue, exprimée en Kelvin, (le zéro absolu est 0 K= —237.15° C).

4.1.4 Exemple 1 : cristal paramagnétique

On a calculé plus haut la densité d’états p(Enr) = gar/(2eg). Nous déduisons de I'éq. que
Pentropie microcanonique ([15)) est (& la limite thermodynamique)

1 E E 1 E E
“(E,N =N n2--({1l-—Jn{l—-—|—-—=(1+—)In|14+ —
SN kB[n 2< Nw)“( NsB> 2( +N€B)n< +N€B)}
(18

(Fig. . On voit qu’elle satisfait la propriété générale d’extensivité, qui implique ici que I’en-
tropie s’exprime a l’aide d’une fonction f de deux arguments seulement, S* = Nkg x f(E/N, B).

S/(N kg)

<~—=In2

E/(N &5) FIGURE 1 : Entropie du cristal paramagnétique.

0.5 1.0

# Exercice 4.1 : Retrouver (rapidement) I'entropie du cristal paramagnétique de spins 1/2.
Déduire la température microcanonique et la tracer soigneusement. On pourra introduire 5* &

1/(kBT™) et la notation £ = E/(Nep).

# Exercice 4.2 : a) En remarquant que I'énergie magnétique est dEyag = —M dB, justifier
l'identité M* = T* %%

b) Utiliser cette identité pour le cristal paramagnétique de spins 1/2 (cf. exercice précédent).

& Ezercice 4.3 (important pour la suite) : Montrer que I'entropie par spin s’exprime en
fonction de deux probabilités py et p,

Sspin = —kp (prInpy +pyInpy) . (19)

Interpréter. Exprimer py et p| en fonction du rapport eg/kgT™* et discuter les cas limites.

2 Cette égalité contient la méme information que 'axiome fondamental de la thermodynamique, postu-
lant V’existence d’une fonction fondamentale, i.e. E(S,V,N,---), des grandeurs thermodynamiques primaires
déterminant I’état thermodynamique du systeme.

10



4.1.5 Exemple 2 : gaz parfait monoatomique

En partant de la densité d’états intégrée (1)), on peut utiliser S* = kg In[Q(E)] = kp In[®'(E)IE]
kpIn[®(E)], d’ou (en négligeant les termes sous extensifs, O(In N), etc)

“(E.V.N) =N e
S(E,V,N) kB |5 N | 37h2N

3/2
> +1In (V [ mb } )] (formule de Sackur-Tetrode). (20)

On déduit tres directement les propriétés thermodynamiques :

. d/0E «  2F
S* = (3Nkp/2) nE + — T" = 3NKg (21)
. a/ovV « 2FE  NkpT*
S*=Nkp InV + = PEp sy ete. (22)

Validité de la formule de Sackur-Tetrode : la formule de Boltzmann implique que S* > 0.
L’expression est donc valable dans le régime dilué (basse densité/haute température) :

nA3 <1 (régime dilué) (23)

ot n = N/V est la densité et Ay = \/27h2/(mkpT*) est la longueur thermique de de Broglie
(nous avons utilisé la forme S* = Nkpg[5/2 — In(nA%)] pour identifier cette condition).

# Exercice 4.4 : Calculer S*(E, N) pour le modéle d’Einstein introduit dans 'exercice
dans le régime semiclassique. Déduire T™*.

4.2 Ensemble canonique (systéme thermostaté)

4.2.1 Distribution canonique

Pour des raisons techniques (faciliter les calculs) et physiques (les systémes sont en pratique
rarement isolés mais plutot maintenus a température constante) on relache la contrainte E = cste
et I’on considere la situation ou la température du systéme est fixée grice au contact avec
un thermostat de température T'. La probabilité d’occupation des microétats est alors

Z kT -

1 o 1 - . _
Pi=—e PP o ¥ . La constante de normalisation | Z = Ze BB (24)
l

est appelée la < fonction de partition canonique > :
Tout comme Q(FE), la fonction de partition compte les microétats, mais en leur attribuant
cette fois un poids exponentiel. Les deux fonctions sont reliées par une transformée de Laplace

Zs = / dEp(E)e PP =Y Q(E)e P ouY = [4E . (25)
E

4.2.2 Propriétés de ’ensemble canonique

Energie moyenne : 1l est facile de relier la somme E° = > ¢ PiE; ala dérivée de Z :

— 0

Cette relation illustre U'intérét de ’ensemble canonique (centré sur la “fonction génératrice” Z) :
on a remplacé le calcul de la somme ), PjEy, qui requiert la connaissance du spectre, par une
simple opération de dérivation, qui ne demande que la connaissance de la dépendance de Z en £5.
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# Exercice 4.5 : Montrer la relation entre la variance (canonique) de I’énergie et la capacité

calorifique :

ef 779€C =14 e; EC
Var (E) £ E2' — (E )2 = kpT? Cy ot Oy ¥ %T : (27)

Entropie et énergie libre : La définition générale avec nous permet de trouver :

E
S =kplnZ - — (28)

Nous reconnaissons une relation ' = E — T'S de la théorie des potentiels thermodynamiques,
introduisant un potentiel thermodynamique appelé énergie libre (ou “fonction de Helmholtz”)

def

F(T,V,N, )% _kgT InZ/|, (29)

qui va jouer le role de fonction génératrice des propriétés thermodynamiques (role joué par
Pentropie dans 1’ensemble microcanonique). Finalement nous avons

SC_F—EC__(?E
T 9T

# Ezercice 4.6 : Vérifier la derniére égalité. Déduire que Cy = T 8S°¢/0T = —T §*F/0T>.

(30)

Autres propriétés thermodynamiques.— Partons de l'identité fondamentale qui est
appropriée pour I’ensemble microcanonique, dE(S,V,N,---) =TdS —pdV 4+ pdN + - - -. Pour
faire le lien avec la fonction fondamentale des parametres fixées dans ’ensemble canonique,

T,V, N,---, on doit donc échanger les roles des variables conjuguées (S, 7T), ce qui est réalisé
a l'aide d’une transformation de Legendre (théorie des potentiels thermodynamiques)
F=FE-TS = dF(T,V,N,---)=-8SdT —pdV + udN +--- (thermodynamique)

L’équivalence entre thermodynamique et physique statistique conduit & écrire
dF(T,V,N,---)==8°dT — p°dV + pu*dN + - -- (physique statistique) (31)
ce qui fournit de nouvelles définitions pour la pression et le potentiel chimique

OF as OF wt OF

c

_87T 9 p__W ’ :u’_aN

S — ., etc (32)

4.2.3 Sous-systemes indépendants

On considere un systeme . séparé en N sous-systémes supposés indépendants . = 1 ® -+ ®
n. Le sous-systeme .¥; est caractérisé par un spectre de valeurs propres de 1’énergie {6&1)}
(les < états individuels >). Puisque le probleme est séparable, on peut écrire I'énergie des états
propres du systéme complet comme

N
Ey i ..xy = Ze&? . (33)
i=1
La fonction de partition de . s’écrit comme une somme sur les microétats £ = (A1, -+, An).

Puisque les systemes sont indépendants, on peut sommer indépendamment sur les nombres
quantiques associés aux états individuels :

N

N
Z= > e =] (ZeXp —Be(fi)) =1[=. (34)
A i=1

AL AN i=1 i
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ou z; est la fonction de partition de .¥;. Cette propriété importante

Z = H 2 (N systémes indépendants) (35)

illustre I'intérét de I’ensemble canonique : 'indépendance se manifeste au niveau de la factorisa-
tion de Z, alors que pour ’ensemble microcanonique, la contrainte sur ’énergie empéche cette

factorisation. On déduit que I’énergie libre correspondante est additive F = —kgT Ef\i 1 1n z;.
Pour des sous-systemes identiques et indépendants (ni corrélés par les interactions, ni par le
postulat de symétrisation), on a donc Z = 2N et F=—NkgT Inz.
Illustration : molécule diatomique.— Considérons une molécule diatomique formée de deux
atomes de masses mq et mao, il est en général légitime d’écrire I’énergie sous la forme
L 5, L 2 I 51 2 2
Holecule = mP + ﬁﬁ + 2m7~pr -+ 3w (r—ry) (36)
—_—— —
translation  rotation vibration

ot M = my + my est la masse totale, m, = (1/my + 1/m2)~! la masse relative, I = m,r2 le
moment d’inertie et r, la position du minimum du potentiel d’interaction. La séparabilité du
probleme implique la factorisation de la fonction de partition

Zmolecule = Ztrans Zrot 2vib (37)

# Ezercice 4.7 : Calculer z, et analyser I’énergie moyenne de vibration. Déduire la contri-
bution & la capacité calorifique du gaz de la vibration des molécule. On donne hw/kp = 2256 K
pour Os. Que pouvez-vous dire de la vibration des molécules d’oxygéne que vous respirez ?

#» Exercice 4.8 : Le modéle défini dans I ’exercice avait été introduit par Einstein en 1905
pour décrire les vibrations atomiques dans un solide, dans le régime quantique. Calculer I’énergie
moyenne de vibration décrivant le régime quantique.

Illustration 2 : le cristal paramagnétique.— Les N spins sur les nceuds du cristal sont
indépendants. On peut directement passer de la fonction de partition d’un spin a celle du cristal

Zeristal = zé}{in ol Zgpin = €78 4 798 = 2ch(Bep) (38)

(rappelons que les spins sont attachés aux noeuds du réseau cristallin, qui sont discernables). On
déduit immédiatement 1’énergie moyenne E° = —Neg th(Beg), i.e. 'aimantation moyenne

M® = Nmy th(Bep) (39)

On a retrouvé précisément les mémes relations que dans le cadre de I’ensemble microcanonique
(cf. plus haut et les exercices sur le cristal paramagnétique).

Les spins s’alignent sur le champ & fort champ/basse température : M° ~ Nmg pour ez >
kpT (’énergie domine). L’agitation thermique est dominante a faible champ /haute température :
M® ~ Nmg (mgB/kpT) < Nmg pour eg < kgT (entropie domine). Cf. Fig. [2l Remarquons
qu’a bas champ, la réponse de 'aimantation est linéaire

N 2
~ \(T,00B ol x(T,0) = —20

4
B—0 kT ( 0)

est la susceptibilité magnétique a champ nul (loi de Curie). La susceptibilité paramagnétique

est toujours x(7,0) > 0, ce qui traduit 'alignement des moments sur le champ. Cet alignement
est d’autant moins efficace que la température augmente puisque x(7',0) \,.
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T [ .
I’entropie domine

BT .
D

I’énergie domine

I’énergie domine B/T
“* b FIGURE 2 : Aimantation moyenne par spin m,° =

S - M°/N. Figure tirée de [17].

#v Exercice 4.9 : Prouver la propriété générale

Var, (M) =kpTx oux= oA (41)
oB
montrant que les fluctuations de ’aimantation sont contrélées par la susceptibilité.
En d > 2, le modéle d’Ising présente une transition de phase para- ferromagnétique a une
température T, finie, caractérisée par une divergence de la susceptibilité, x(T,0) o N|T —T.|~"
pour T ~ T, out y(2P) = 7/4 et ~BD) ~ 1.24. Que peut-on dire des fluctuations de I’aimantation
locale Var.(m) ?

4.2.4 Formulation classique

Profitons de ’étude du gaz parfait pour donner la formulation classique de la distribution cano-
nique, que nous écrivons comme la densité dans ’espace des phases :

pr([) = Ayt e oD (42)

onl = (71, - , 7N, D1, -+ ,PN) est un point de I'espace des phases et H(f) I’hamiltonien. La
constante de normalisation est proportionnelle a la fonction de partition

1 L o
N = N!h3N/d6NFe BH(T) (43)

ot nous avons introduit le facteur 1/N! pour tenir compte de l'indiscernabilité des particules
identiques. Clairement Ay = NIh3N Zy.
Considérons un Hamiltonien de la forme

N />2
Di o . .
H:Z<2Tn+vext(7'i)> +U(7‘1,'~ ,TN) (44)
=1

ol Vet (7) est un potentiel extérieur, qui traduit le confinement du systéme par exemple, et U
I’énergie d’interaction, par exemple donnée par des interactions a deux corps

U, i) = Y ul|li = ) (45)
1>]

—

ou u(r) est un potentiel d’interaction. L’examen de la distribution p°(I') nous montre que clas-
siquement, il y a factorisation entre positions et impulsions (qui sont indépendantes). En outre,
les impulsions sont indépendantes entre elles. Nous déduisons la distribution des vitesses dans

le gaz (loi marginale)
mi? \*? mi?
L _ 4
/(@) (27Tk:BT) eXp{ 2kBT} (46)
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(loi de Maxwell).
Si U = 0 (sans interaction), on peut également déduire la loi marginale des positions

ﬁ(F) - /dSFQ T dngdgﬁl te dSﬁN pC(Fv T, 7FN7ﬁ17 o 7ﬁN) = CeiﬁveXt(F) ) (47)
qui donne la dépendance de la densité moyenne dans la position.

Illustration : gaz parfait monoatomique (classique).— L’étude du gaz parfait monoato-
mique est particulierement simple dans ’ensemble canonique puisqu’il nous suffit de calculer la
fonction de partition pour un atome dans une boite

1 _ B2 V def 27Th2
= — [ &7 [ Bpe /M = T ou Ap = 48
z W, 7"/ pe A:} ou Ap s (48)

est la longueur thermique. Puis nous utilisons I'indépendance (classique)

1 : .
Zn = NG (approximation de Maxwell-Boltzmann) (49)
Validité de I'approximation de Maxwell-Boltzmann : d’apres la formule de Stirling, on a
- (50
IN ~ —a— 50
(nA3)N

or la fonction de partition, qui compte les états avec un poids exponentiel, est ici nécessairement
Zn > 1 puisque le fondamental individuel est g = 0. La condition Zx > 1 ne peut étre satisfaite
que pour nA?:}, < 1. L’approximation MB [équivalente & ], est donc limitée au régime dilué
introduit plus haut.

#v Ezercice 4.10 : Comparer Zn(T) et Qn(E), donné par (L1)).

La connaissance de la fonction de partition nous donne immédiatement 1’énergie moyenne
du gaz et la capacité calorifique

Iy x B3N2 o B = % et Cy & aa}’;c = 3]\;k3 . (51)
L’équation d’état est tout aussi facile a obtenir
ZIn < VN = pi(T,n) = NksT _ nkgT (52)
et finalement le potentiel chimique est donné par
p(T,n) = kT In(N/z) = kT In(nA3,) . (53)

On donne I’énergie libre et ’entropie :
F(T,V,N) = NkgT [—1+ In(nA})] et  S(T,V,N) = Nkg B - ln(nA%)} . (54)

On vérifie que cette derniere expression coincide avec la formule de Sackur-Tetrode (20]), obtenue
plus haut dans le cadre microcanonique.
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4.3 Ensemble grand canonique (systéme en contact avec un réservoir de par-
ticules)

4.3.1 Distribution grand canonique

Apres avoir relaché la contrainte sur l’énergie (microcanonique—canonique), nous relachons
également la contrainte sur le nombre de particules et considérons le cas ou le systeme échange
des particules avec un réservoir (tres grand) qui fixe sa température T et son potentiel
chimique p. La probabilité d’occupation d’un microétat est alors une fonction de I’énergie et
du nombre de particules dans le microétat

—

. ée,g(EZ,MNE) oil = Z o B(Ee—pNy) (55)
4

La constante de normalisation = est appelée la < fonction de grand partition >.

4.3.2 Propriétés de I’ensemble grand canonique

Nombre de particules : puisque le nombre de particules fluctue, on devra caractériser ses
propriétés statistiques

— 10 _ 10\? _ 10N°
=——1InE t Var,(N)=( 55— ) hE=—-—— 56
/Baﬂ n € a‘rg( ) Bau n B 8H ’ ( )
qui est analogue & (127)).
Energie : Connaissant N°, I"énergie moyenne est alors donnée par
— — 0 — a0 po
E* —uN*=—-——InZ ie. E'=(—--—+5>-—"]n=E. 57
. ap s e < 85+66u>n &7

Entropie et grand potentiel : L’application de la formule de Gibbs-Shannon prend la
forme

E
St =kpln=Z +

- (59)
qui fait apparaitre le potentiel thermodynamique
J(T, ) = —kpTInE(T, p, - --) (59)
appelé grand potentiel. D’ou ., .
E°—uN" —J
Sk = + . (60)
Autres propriétés thermodynamiques : encore une fois, le lien avec la thermodyna-

mique nous fournit directement d’autres relations (et/ou définitions) : partant de (16]), i.e.
E(S,V,N,---), nous construisons le potentiel thermodynamique J(T,V,pu,---), fonction des
grandeurs fixées dans ’ensemble grand canonique. Pour cela nous échangeons les roles des va-
riables conjuguées pour les couples (S,T) et (N, u), grace a la transformation de Legendre

J=E-TS — uN
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d’ou l'identité thermodynamique dJ(T,V,u,---) = =SdT — pdV — Ndu + ---. La correspon-
dance thermodynamique <> physique statistique nous permet de nous rappeler que

dJ(T,V,pu,-++) = —S&8dT — p*dV — N°dp + - - - (physique statistique) (61)
i.e.
oJ o 0J — oJ
Se=——— | pE_ 2 N'=-Z2 | etc (62)
aT oV ou
notons qu’en écrivant cela, nous retrouvons les deux relations 5% = —a—T (a vérifier en exercice)
et N°® = _E alors que p® o g“i est une nouvelle définition de la pression.
Fonctions de partition canonique et grand canonique.— La relation entre fonctions de

partition canonique et grand canonique est
[e.e]
=T =Y GNZ(T,N),  on e (63)

est appelée la fugacité. Par convention Z(7,0) = 1. Remarques :

e cette relation est analogue a celle qui permet de passer de la < fonction de partition microca-
nonique > a la fonction de partition canonique : Z(T,N) = >, Q(E,N) e PE cf. ([25).

e ATTENTION ! La < bonne » méthode ne sera en général pas de calculer Z (T, N) pour déduire
E(T, p), mais I'inverse (il sera plus simple de calculer cette derniére, pour éventuellement déduire
la fonction de partition canonique).

4.3.3 Formulation classique (Maxwell-Boltzmann)

La formulation grand canonique classique ne pose pas plus de probleme que la formulation
canonique. Notons Hy I’hamiltonien a N particules, on aura

3= 37 137 3=
.—MBTM ZeNﬁﬂ/d 7---d TNdpl"'dee—BHN (64)

NIh3N

Pour des particules sans interaction (i.e. indépendantes, classiquement) on a donc

=MB N d*rd? d*rd’p gy
EVE(T, ) Z e 5“ = exp [65“ z] ou z = e AHLTP) (65)
R
On déduit )
JMB — _Z By (66)
B
Application : gaz parfait classique.— Pour illustrer 'efficacité du formalisme grand ca-
nonique, analysons le cas du gaz parfait classique (encore une fois!). On a z = V/A3 ou
Ar = \/27h2/(mkpT) est la longueur thermique, d’ott JMB = —kpT et 1 AB dont nous tirons
les propriétés thermodynamiques du gaz. On déduit le nombre moyen de partlcules
— Vv
N = O B — (67)
ou A
d’ott u = kT In(nA3) (relation canonique). La pression est directement obtenue :
oJMB JMB 1 N°kgT
PF = — = L = kpT e =P (68)
ov % A3 Vv

Nous avons retrouvé I’équation d’état des gaz parfaits classiques, comme il se doit.
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4.4 L’équivalence des ensembles a la limite thermodynamique

Les ensembles microcanonique, canonique et grand canonique définissent différents “modes
opératoires” pour étudier les propriétés thermodynamiques d’un systeme. Dans quel cadre se
placer 7 Deux problemes ont été traités dans les cadres de différents ensembles : le cristal para-
magnétique de spins 1/2 dans les cadres microcanonique et canonique, et le gaz parfait classique,
avec les outils des trois ensembles. Si nous avons pu constater que les trois modes opératoires
(microcanonique, canonique et grand canonique) conduisent aux mémes résultats, ceci a reposé
sur le passage & la limite N — oo (ou plutét N ~ Ny ~ 10%3). La limite N — oo (et toutes
les grandeurs extensives croissent proportionnellement), dans laquelle les fluctuations relatives
des observables deviennent négligeables, 6 X/X ~ 1/ VN — 0, est appelée la limite thermo-
dynamique. On peut montrer que que les propriétés thermodynamiques obtenues dans
le cadre des différents ensembles coincident a la limite thermodynamique. Cette pro-
priété est générale tant que les interactions sont a courte portée. On menera donc les calculs
dans ’ensemble qui rend ’analyse la plus simple et directe.

Remarque : notons que si les grandeurs moyennes des observables coincident, il n’en est pas
de méme pour leurs fluctuations. Prenons le cas des fluctuations de 1’énergie. Dans ’ensemble
microcanonique, on a évidemment Var,(E) = 0 (puisque E est fixée!) alors que Var.(E) =
kpT? Cy. On peut montrer que Var,(E) = Var,(E)+ (%)QVarg(N) > Var.(E) (les fluctuations
du nombre de particules contribuent aux fluctuations de ’énergie), cf. TD8 ou [12] [17].

4.5 Relachement de contraintes

Les variables thermodynamiques que nous avons supposées fixées dans les différents ensembles
(E, V, N,...) sont appelées des variables externes. Il peut arriver que 'on s’intéresse a la
situation ou une contrainte est relachée, par exemple dans la détente de Joule : deux volumes
V1 et V5 sont séparés par un piston bloqué (V; et V, sont initialement des variables externes),
qui est relaché. Le nouvel état d’équilibre s’établit qui dépend du volume Vioy = V7 + Vo mais
pas de Vi et V5 qui fluctuent, et sont appelées des variables internes. Discutons brieévement
ce cas dans le cadre de deux ensembles (la généralisation est sans difficulté).

4.5.1 Dans I’ensemble microcanonique :
On note S7(E1, Vi) = kplny et S5(E2,Va) = kpln{y les entropies microcanoniques ca-
ractérisant les deux gaz. On introduit une entropie réduite

=~ def

S*(E1, V1) = S7(E1, Vi) + S3(Etet — E1, Vit — V1)

ou Fiot = E1 + o et Vigy = Vi + Vo sont fixés. L’entropie réduite controle la distribution de
probabilité jointe des deux variables internes indépendantes :

Ql(El)‘/l) QQ(EtOt - Ela V:cot - ‘/1) x eg*(ELVl)/kB
D102 (Etot, Viot)

ot Q1g2(Ftot, Viot) = ZEth Q1 (E1, V1) Qa(Fiot — E1, Viet — V1) est le nombre de microétats
accessibles. L’état le plus probable est identifi¢ en écrivant que I’entropie réduite est maximum
(0S*/OE, =0 et 05*/0V) = 0), ce qui s’interpréte comme

DBy, V1) =

T =T5 et pj=p5 (condition d’équilibre) (69)

qui fixe les deux valeurs les plus probables EJ** et V2%,

Plus généralement, on peut donc écrire le théoréme suivant :
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Théoréme : Lorsqu’une contrainte est relachée dans un systéme isolé, celui-ci évolue spon-
tanément vers un état d’équilibre macroscopique qui maximise son entropie (réduite).

Remarques :

e La stabilité de 1’equ1hbre impose des relations générales du type - > 0, = ~ < Oetc (concavité

de 'entropie 2 8E2 <0, %2‘52 <0, ...).

e Le sens des échanges est gouverné par les variables conjuguées (cf. tableau).
e Les fluctuations des variables internes sont sous-extensives, 61 ~ v N ou N est un nombre

de particules caractéristique, etc, i.e. deviennent négligeables a la limite thermodynamique.

e Puisque les fluctuations relatives sont négligeables, ~ 1/v/N, I’entropie finale coincide avec
Pentropie réduite Sige = ST (BT, Vi"®) 4+ S5 (Eiot — ET™, Vit — V™), i.e. la contribution
(sous extensive) a ’entropie des fluctuations des variables internes est négligeable.

Grandeur Force conjuguée Equilibre thermo. Sens des échanges (*)
Energie FE % = %Sg Tl* — TZ* si Tl (1) > T*() y energie 5@
Volume V %Z* = % Ty =T5 & pt = p} si pa{(i) > p;(i) 7 volume %

*

# de particules N b = —% T =T5 & i =ps sipi® > ps® 7 particyles S

TABLE 1 : ®) : les sens d’échange de volume et de particules sont donnés en supposant égalité
des températures initiales TV = T30,

4.5.2 Dans I’ensemble canonique :

Reprenons 'analyse de la détente de Joule dans I’ensemble canonique. Cette fois la température
est fixée par le thermostat. Nous pouvons écrire la fonction de partition des deux gaz

Z1ao(T, Vigr) = Y e PFatFe) =N = N e=0Fu N " o= 0Fn =N " 7)(T, V1) Za(T, Vit — V1)

6L®t Vi {1 tq. {2 tq. Vi
Ve, =W1 Vip, = Viot — V1

ou Vp, est la valeur prise par le volume dans le microétat ¢;. Le calcul de la distribution de V;
suit la méme logique : &2¢(V}) est donnée par la somme des probabilités canoniques Py ¢4, sur
tous les microétats qui réalisent la valeur Vj. Si nous notons Vj, la valeur prise par le volume
dans le microétat (¢1), nous pouvons écrire (Vi) = >y o0, Fi o, iV, OWVio—14,V4,» €€ qui
nous aide a identifier la structure

Z\(T, V1) Zo(T, Vior — V1) B e B(F1+F2) B e*ﬁﬁ(%)
Z122(T, Viot) Z192 2192

ol nous avons introduit 1’énergie libre réduite

P (W) =

FOW) ¥ F(T, Vi) + Fo(T, Vigr — V1),

qui représente ’énergie libre du systéme lorsque V; est fixé. La probabilité Z¢(V1) est maximale

lorsque 1’énergie réduite est mimimum 8591/1) 0= 8F1 (V1) 8V L2 (Viot — V1), dont la solution
est V1 = V"®*. Cette équation d’écrit encore

P = p5 (condition d’équilibre) (70)
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Nous en tirons donc le théoreme sur les transformations irréversibles dans I’ensemble canonique :

Théoréme : Lorsqu’une contrainte est relachée dans un systeme en contact avec un thermo-
stat, le systeéme évolue spontanément vers un état d’équilibre macroscopique qui minimise
son énergie libre (réduite).

(Pentropie est concave mais ’énergie libre est convexe).

5 Les statistiques quantiques

Qu’y a-t-il de quantique dans la mécanique quantique ? Outre la profonde différence
des formalismes, d’un point de vue physique, deux points distinguent la mécanique classique de
la mécanique quantique :

e d’une part les aspects ondulatoires, liés a la quantification. Ce que nous avons pris en
compte en introduisant la notion de densité d’états (les microétats ont un caractere discret). La
quantification peut ou non jouer un role :

(i) pour les degres de liberté de translation, le spectre des énergies est si dense que 'on peut
légitimement le décrire comme un continuum et la quantification ne fait que fixer le préfacteur
des fonctions de partition (le facteur 1/h3Y), ce qui n’a pas de conséquence sur les propriétés
thermodynamiques.

(7i) Si le gap entre le fondamental et le premier état excité devient comparable a kT, cela peut
conduire au gel de certains degrés de liberté (par exemple, le gel de la vibration des molécules
a < basse température > 7" < 1000 K).

e Le postulat de symétrisation qui induit des « corrélations quantiques > entre particules
identiques, méme en l’absence d’interaction.

L’objet du cours sur les statistiques quantiques est de discuter ce second aspect. Par exemple,
le principe de Pauli géneére une répulsion effective entre fermions sans interaction (liée aux
anticorrélations). Pour mémes n et T, le gaz parfait de fermions a une pression supérieure a
celle du gaz parfait classique, Prermions(T51) > Delass(Tsn) = nkpT. De méme, le caractere
< grégaire > des bosons favorise leur regroupement (en énergie ou dans 'espace), ce qui tend a
diminuer la pression par rapport & pelass (cf. figure [3)).

?

©
N
p >

. S
fermions/ &

0
FIGURE 3 : En allant vers les hautes densités/basses températures, on

attend des déviations a [’équation d’état classique p = nkgT, dues aux

corrélations quantiques. La frontiére entre les régimes classique et quan-
‘ n  tiqgue correspond a la densité n, ~ A;?’ ou a la température Ty ~
n, R2n/(kpm) (limite du régime dilué).

bosons

5.1 L’ensemble grand canonique reformulé

Dans un premier temps on introduit le < bon langage > qui va nous permettre de traiter fa-
cilement ’effet des corrélations quantiques dans I’ensemble grand canonique. On considere des
particules identiques sans interaction.
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5.1.1 Facteurs d’occupation

On note {|A)} une base d’états individuels (des états < & un corps >), comme par exemple la
base des ondes planes {| %)} pour des particules libres.

Les microétats pour le systeme de N particules sont des états quantiques (les microétats)
produits tensoriels (symétrisés vis & vis de 1’échange des particules) formés a partir des états
individuels. Plutot que de manipuler ces états produits tensoriels symétrisés, notés | W), il est
plus commode de repérer les états a ’aide de facteurs d’occupation :

[ W) = [{na})
ou le facteur d’occupation n) désigne le nombre de particules occupant 1’état individuel | \).
On a les relations évidentes

NZ:ZTLA et Eg:Zn,\€)\ (71)
A A

ol Y, est une somme sur les états individuels (les ondes planes \E ) par exemple). €y est
Pénergie de I'état individuel |X) (par exemple e = h?k?/(2m) pour 'onde plane).
5.1.2 Factorisation sur les états individuels

Pour faire ressortir les propriétés de factorisation de la fonction de partition grand canonique,
nous remplagons dans le label ¢ par la donnée de I’ensemble des facteurs d’occupation

€= {nx} Snn, Sy
=~
2= S e BNy - Y o B(Zamar—nina) 11 <Ze—ﬁm(ax—u)> '
¢ {na} O

Autrement dit nous pouvons factoriser la grande fonction de partition en un produit de fonc-
tions de grand partition associées a chacun des états individuels :

==]]& ot L= e e (72)
A n

La fonction de grand partition &, permet donc de caractériser les propriétés statistiques des
particules occupant I’état individuel | ).

Ce résultat est trés important : il montre que I’écriture en termes des facteurs d’occupation
et le formalisme grand canonique fournissent le < bon langage > pour passer tres directement
des propriétés a une particule (le spectre des états individuels | A) et donc £)) aux propriétés
a plusieurs particules (la physique statistique d’un systéme macroscopique encodée dans =).

Cette « factorisation > des propriétés a un corps est d’autant plus remarquable que les particules
sont corrélées (effets du postulat de symétrisation). Elle s’applique également au niveau de la
distribution grand canonique elle-méme :

N 1 _
Proy =IIpm) o pim) = ey (73)
A
est la probabilité pour trouver n particules dans I’état individuel |A). On peut ainsi étudier la
statistique de I'occupation :

10
e — _ =
e = Gou Iné&, et Var(ny) (

qui sont les analogues de .

(74)

18)21g 1 omye
1TON e L
3o AT B o
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5.2 Statistique de Bose-Einstein
Dans le cas des bosons, 'occupation des états individuels n’est pas limitée :
bosons : ny €N

Nous obtenons explicitement la grande fonction de partition d’un état individuel et I’occupation
moyenne de I'état (cf. Fig. []) :

1 1
B __ —B __
&= 1 — e Blea—n) = T B 1 POUr /i < €o (75)

qui est appelée la distribution de Bose-Einstein. On doit imposer une contrainte sur le po-
tentiel chimique afin que la série géométrique 51\3 =32 e~"PEx—1) goit convergente : p doit
donc étre inférieur a I’énergie fondamentale €y. On peut déduire I’expression du grand potentiel

1
JP=-%"In (1 _ e*ﬁ(ﬂ*#)) 76
5
sous la forme d’une somme sur les états individuels.
30 .
[ 1
, ' i
2.5: MB % '= E
: ;
20F 1 -
[ \ ||
1sf Principe de Pauli Ky ! :
| a
10 \‘ -
, A
osf R BE - FIGURE 4 : Distributions de Bose-Einstein (noire)
: \x\ - et de Fermi-Dirac (bleue); limite classique : dis-
°%s “a = 0 3 ~ tribution de Mazwell-Boltzmann (marron en poin-
€ tillés).

5.3 Application : le gaz de photons (thermodynamique du rayonnement)

Considérons un gaz de photons dans une cavité de volume V. Les photons sont des particules
de spin s = 1 et de masse nulle (avec seulement g, = 2 états de polarisation de ce fait). La
densité d’états a été calculée dans 'exercice 2 ple) = VW}‘LC)S‘SQ Comme les photons ne

représentent que 1’énergie du champ électromagnétique, leur nombre n’est pas conservé et leur
potentiel chimique est nul

Mphotons = 0. (77)
Nous pouvons écrire

J(T,V)=F(T,V) = ; /Ooo de p(e) In(1 — e 7¢) = 7T2(hvc)3ﬂ4 /OOO dz2? In(1 —e™@)

(remarquons que J = F puisque p = 0). En outre l'intégrale est connue (une intégration par

parties donne [;°dzaz? In(l — e ) = —3 [ dzad [e” — 1]_1 = —(1/3)T'(4)¢(4) ou ¢(4) =
74/90). Finalement nous obtenons

7T2 4
F(TV) =~V (IESCT)B) . (78)
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Puisque V est le seul argument extensif, nous déduisons (équation d’état du gaz de photons)

F o (kgT)* _ ¢(4)

= = > nkgT, 79

V45 (he®  c(3) P (79)

appelée < pression de radiation >. % ~ 0.900, donc on a bien pPposons < Pelass (cf. Fig. .

Nous avons utilisé I'expression de la densité moyenne n = %(23) (%)2. Nous pouvons facilement

calculer D'énergie : soit en calculant directement I'intégrale E = [ de p(e) emB(e), soit en faisant

un détour par entropie S¢ = —g—g = kg% \% (kgcT)g et la capacité calorifique Cy = T% =

kg% \% (k”;Ech)3 (cf. exercice , qui nous donne I’énergie par intégration

— 7w (kgT)* — 34—

E = 71r—5 Vv ((;ZBC)?? (loi de Stefan-Boltzmann), d’ou encore F = gC((i),)) NkpT . (80)

#v Ezxercice 5.1 : En identifiant la contribution du mode de pulsation w, montrer que la
densité spectrale du rayonnement, définie par E =V fooo dwu(w;T') est donnée par

h w3

u(w; T) = 7203 ohw/kpT _ |

(loi de Planck) (81)

5.4 Statistique de Fermi-Dirac

Pour des fermions, le principe de Pauli interdit 'occupation d’un état individuel par plus d’une
particule, i.e.
fermions : ny € {0, 1}

La sommation, dans la grande fonction de partition, est encore plus élémentaire :

1
F_ —Blex—p) P —
& =1+e = N = e ) (82)

ot MyF est la distribution de Fermi-Dirac. C’est une fonction qui passe de 1 (états individuels
occupés par une particule) a 0 (états vides) lorsque I’énergie €, passe par le potentiel chimique,
la transition se produisant sur une échelle kT (cf. Fig. . Le grand potentiel prend la forme

T = IS (14 e fem (83)
I (1)

L’idée maitresse formulée dans I’encadré plus haut est particulierement explicite si ’on considere
le grand potentiel, égs. et . Ce dernier contient toutes les propriétés thermodyna-
miques du systeme a N particules (N fluctuant, p fixé), or, bien que les particules ne soient pas
indépendantes mais corrélées, J s’exprime comme une somme de contributions a une particule
(propriétés des états individuels).

5.5 Limite diluée (régime classique, Maxwell-Boltzmann)
Si le potentiel chimique est trés en deca de énergie fondamentale ¢, de telle sorte que

e PEem «q VA, (84)

les facteurs d’occupation sont trés faibles myP ~ 7yt ~ e #Ex~#) Dans ce cas il n’y a pas de

différence entre les deux types de statistiques. On introduira la notation

B = e P « 1 (85)
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On montre que cela correspond & I'approximation de Maxwell-Boltzmann (classique) introduite
dans le chapitre canonique : on utilise e #(Ex~#) <« 1 pour développer le logarithme dans
ou . Les deux formules donnent , ot z & > e~ Pex est la fonction de partition pour une
particule (il n’y a plus de différence entre boson et fermion dans la limite diluée). En développant

EMB — o—BJMF — exp [eﬁ’* z} en puissances de la fugacité e, on identifie

N

OO N
ST =Y N don 2NN = T
N=0 ' ’

ce qui montre I'équivalence entre mMB = e=Alex—1) oy ZMB (T,N) = % et donne un éclairage

microscopique sur cette derniere relation (états individuels tous occupés avec une tres faible
probabilité).

5.6 Application : le gaz parfait de fermions

Considérons un gaz de fermions de spin 1/2, libres et sans interaction. Le spectre des états
individuels est décrit par la densité d’états p(e) = V Ay/c avec A = 5 (%’1)3/ 2
dégénérescence de spin. Nous écrivons les relations générales

Ng:/dsp(s)nF(s) et Eg:/dap(E)EnF(s) (86)

ol gs = 2 est la

Température nulle.— A T = 0, Poccupation moyenne est donné par la fonction de Heaviside
nl(e) = Ou(u — €) d’out

— H 2 3/2 -8 » 2 5/2
N° = dep(e) = ®(p) = §VA;L et E = dep(e)e = 5VA,u (87)
0 0

Puisque N ne fluctue pas & T'= 0 (la variance Var(n)) s’annule dans ce cas), on peut identifier
N°® avec N et donner une interprétation canonique de ces formules. La premiére nous donne le
potentiel chimique & température nulle

p (T =0,n) =cp ol ep = 2—(37211)2/3 =kpTr (88)
m
fonction de la densité moyenne n = N/V, est appelée < énergie de Fermi > (énergie du dernier
niveau individuel occupé & T' = 0) et Tr la température de Fermi. Nous pouvons finalement
réécrire I'énergie & T = 0 (i.e. ’énergie fondamentale du gaz de fermions libres E* = Ey)
3 3
EOZgNEF:gNkBTF (89)

A cause du principe de Pauli, I'énergie (cinétique) par fermion sature & la valeur g; = (3/5) kpTr
(les fermions sont obligés de s’empiler dans des états de haute énergie), alors que classiquement

e s = (3/2) kBT — 0.
Finalement, on peut déduire le grand potentiel
. I 2
J(O,V,,u):Eg—uNg’z—gNap (90)
Puisque V est la seule grandeur extensive on obtient directement la pression p& = —J/V. Le
principe de Pauli est donc responsable d’une saturation de la pression a T — 0, a la valeur
9 32 2/3h2
pOZ*nk’BTF:LnW?’» (91)
5 om

alors que Pelass = nkpT — 0si T — 0 (ex : dans Ag, n. ~ 60 nm=> d’out Tr ~ 56 000 K).
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Faibles températures.— Les calculs précis de basse température, T < Tp requierent des
développements de Sommerfeld. Argument simple : si la température augmente, seuls sont excités
les fermions dans un voisinage ~ kg1’ du niveau de Fermi. L’augmentation de I’énergie est donc
SE(T) ~ (# de fermions excités) x kgT, or le nombre de fermions excités est ~ p(ep) x kT,
d’ott 6E(T) ~ p(er) x (kgT)?. Finalement la capacité calorifique est Cy ~ kpp(er) kgT. En
utilisant N ~ p(ep) e, nous obtenons le comportement caractéristique

T
Cy ~ Nkp— (92)

i
qui est bien observé dans les métaux (le gaz de fermions est le gaz d’électrons). Le facteur de
réduction T'/Tr < 1 (~ 1/100 & température ambiante dans les métaux usuels) est donc une

conséquence du principe de Pauli qui empéche I'excitation de la plupart des électrons.

Développements de Sommerfeld.— Si I'on veut étre plus précis, on peut utiliser la formule

00 nw 71'2
| e @) = [ el + T () (a4 O(TY), (93)

qui fournit les développements précis des formules grand canoniques pour 7' — 0, par exemple
pour le nombre de fermions et I’énergie . Pour un gaz parfait non relativiste en 3D on
appliquera donc avec p(g) — p(e) = V Ay/e dans le premier cas et p(e) — V Ae%/2 dans le
second :

— 2 2 (kT \? — 2 2 (kT \?
Ng:VAMB/z[HW(B) +} ot B — 2V A/ {Hfm(B) +}
3 8 W 5 8 W

En inversant la premiere relation on peut obtenir le potentiel chimique canonique

p(Tyn) = ep {1 — 7;; <£)2 +O(Th (94)

qui nous donne (utilisant ’équivalence des ensembles)

E(T,N,V) = E*(T,u*(T,n),V) = §N 1+ﬁ X 2+(9(T4)- t C NW—QNk: I
AR - ) M y 1), _5 €F 192 TF _a € vV = 9 BTF-

(95)
Hautes températures.— Dans la limite T' > Tp, 'approximation de Maxwell-Boltzmann

est valable (on vérifie que 7' > Ty < nA3 < 1) et on retrouve les résultats obtenus pour le
gaz parfait classique. L’exercice est trés facile en substituant 7F (¢) par mMB () = e (=1 dans
(86]). L’échelle T ~ ]ﬂZ—anQ/ 3 est donc la température frontiére qui sépare le régime quantique
(corrélé) du régime classique (dilué), cf. Fig.

5.7 Application : Condensation de Bose-Einstein dans un gaz atomique

On peut étudier le gaz de bosons sans interaction (des atomes de spin nul par exemple) en
suivant la méme logique : appliquer les formules grand canoniques puis revenir a une infor-
mation canonique, ce qui est justifié a la limite thermodynamique. Par exemple 'expression
N = [de p(e) nB(e) fournit une relation liant N, T' et p. A N fixé, moyennant certaines condi-
tions sur le spectre individuel, il existe une température finie Tgg en deca de laquelle une fraction
macroscopique des bosons se regroupent dans 1’état fondamental individuel. On parle de conden-
sation de Bose-Einstein. Cette température est obtenue en écrivant | N = [°de p(e)/(e® — 1)

3 La condition d’apparition du phénomeéne de condensation de Bose-Einstein est que cette intégrale soit finie,
ce qui se produit si ’'exposant de densité d’états est assez grand : o > 1 ott p(g) ox e* 1.
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(ie. 3T = Tpg > 0 telle que u(Tpg) = 0 = &p). Par exemple pour des bosons libres dans

une boite de volume V = L3 on trouve Tgg ~ kfi—fn ~ N2/3 z W= Texpression illustre que les
corrélations quantiques favorisent le regroupement des bosons dans le fondamental individuel a
une échelle d’énergie (ou de température) bien supérieure au gap individuel A2 /m.L?.

Pour T' < Tgg, les calculs (tres simples) requierent de singulariser la contribution du fonda-
mental individuel et fixer o = 0 : par exemple N = No(T')+Nex(T) ot Nex(T) = [3° de p(e) /(e —
1) oc T3/2 est le nombre de bosons excités. Nous déduisons la fraction de bosons condensée

No(T)/N =1 — (T /Tpg)**. (96)

#> Exercice 5.2 : Calculer I'énergie d’un gaz de bosons libres pour T < T, puis la capacité
calorifique. Montrer que la pression ne dépend que de la température (plateau de condensation)
et donner sa dépendance en température.

A  Formulaire

e Fonction Gamma d’Euler

[(z) = / dtt=te™ pour Rez >0 (97)
0

On a la relation fonctionnelle I'(z + 1) = 2I'(2). En particulier I'(n 4+ 1) = nl et I'(1/2) = /7
e Formule de Stirling

1
Mz+1)~zlnz—2z+ 5 In(27z) pour z — 00 (98)

e Dans R?, le volume d’une sphére de rayon unité est

d/2
Vo=
T T2+ 1) (99)
(par exemple ¥ = 7 et ¥3 = 47/3). On déduit la surface de la sphere .%; = ¥4d.
e Une famille d’intégrales utiles
C(a) = 1/00 a in*a alable pour Rea > 1 (100)
= et—l_nzl v pour

Quelques valeurs : ((3/2) ~ 2.612, ((2) = ©2/6, ((5/2) ~ 1.341, ¢(3) ~ 1.202, ¢(4) = 7*/90, etc.

B Correction des exercices

e Exercice : La forme approchée donne [ dE p(E) = 2V, comme il se doit.

. Exercice: On part de la représentation (2)) : p(e) = gs f & &p o(e , puis on passe en coordonnées
sphériques p(e) = gSV% J° dpp®=t8(e — pc), on Yd = Yd = 27Td/2/F(d/2) est la surface de la sphere
de dimension d et de rayon unité. Finalement

2937Td/2 d—1 N Js 2

T(d/2)(he)i dolt ple) = end=3. (101)

ple) =V

e Exercice : En appliquant la régle semiclassique, on obtient ®(F) = (311\,)! (%
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e Exercice [4.1]: On obtient la température microcanonique sous la forme

1 05 ky . 1—£  ky
= 9 8B 275 BB o eth(E/N
"~ 0F " 2e5 Pire o Meth(E/Nes),

ou & = E/(Neg). Il y a la possibilité de températures (absolues) négatives.

e Exercice :

a) Pour le cristal, on a dE = T'dS+pu dN — M dB. La correspondance entre thermodynamique et physique
statistique nous permet d’écrire dS* = (1/T*)dE — (p*/T*) dN + (M*/T*) dB, et 'on obtient I'identité.
b) L’application de I'identité donne

M*_@_Nk:gglnl—i-ﬁ__E
T 0B 2B 1-¢  BTx
ie. M* = —FE/B, ce qui est trivial (I’énergie est fixée, donc I'aimantation également!). Le résultat serait

moins trivial si I'on n’avait pas seulement de I’énergie magnétique.

o Exercice[d.3]: il suffit d’identifier la structure Sypin/kp = S/(Nkp) = —(n4/N)In(ny/N)—(ny/N)In(ny /N)
avec la formule de Gibbs-Shannon, puisque p+ | = nq/N. Si le cristal est isolé, un spin échange de
Pénergie avec les autres spins, qui jouent le role < d’environnement > (ou thermostat) pour lui, et fixent
les deux probabilités :

1 B et ] . e Pes
pT_Q Neg) 2chBrep ¢ p¢—2 Neg) 2chpBreg

qu’il a été suggestif d’exprimer en fonction de la température microcanonique, 3* | /(kgT™).

Supposons ez > 0. A basse température kpT™* < ep, I'état | 1) (aligné sur le champ) est occupé avec
forte probabilité py =~ 1 > p; =~ e~2e8/(k8T") (Pénergie domine). Le comportement est caractéristique
d’un systeme avec un gap 2¢p dans le spectre.

A haute température kgT™* < 5, les deux états sont équiprobables pt ~ p, ~ 1/2 (Pentropie domine).

o Exercice : On utilise le résultat de Iexercice : S*(E,N) = kpln[®'(E)0E] ~ kpln[®(E)] =
3Nkp{1+In[E/(3Nhw)]}, qui présente les bonnes propriétés d’extensivité. On déduit E = 3NkpT™.

e Exercice : On obtient zy, = 1/[2sh(Bhw/2)] et Evip® = (hw/2) coth(Bhw/2). La contribution

de la vibration a la capacité calorifique du gaz de N molécules est donc C’“jib = Nkp [:c/ sh x]2 ol

@ = hw/(2kpT). A haute température, on a CYP ~ Nkp (classique). A température T < Ty, < hw/kp,

les oscillations ne participent plus & l’excitation énergétique, C’“}ib ~ e Mw/(ksT) _, () : ]a vibration est
gelée. Ce phénomene a une origine quantique puisqu’il est 1ié a I'existence d'un gap Aw dans le spectre

des excitations. Les molécules Oy que nous respirons ne vibrent pas.

e Exercice[4.8]: L’hamiltonien décrit 3N oscillateurs 1D indépendants. On peut donc immédiatement écrire
Zyiv. eristal = (2vin)>Y, ol 244, est donnée dans 'exercice (ci-dessus). On déduit Eup = 3Nevpt =
3N | + e |

> Dans le régime classique, kgT > hw, on retrouve By, ~ 3NkgT (exercice , d’ou Cy ~ 3Nkp (loi
universelle de Dulong et Petit).

> Dans le régime quantique de basse température, kgT < hw, il y a saturation de Dénergic Eup =~
3Nhw/2 + iw e~/ (kBT) 1 capacité calorifique s’effondre Cy ~ e~"/(E8T) 5 ( 4 cause du gap.

Commentaire : si le modele rend compte qualitativement de la capacité calorifique des solides, il ne décrit
pas quantitativement le comportement de basse température, Cy-(T) ~ T, qui a pour origine 1'existence
d’un continuum de modes propres de vibration (i.e. il n’existe pas une unique fréquence propre w, mais

un continuum w € [0, wpax), cf. cours ot le modele de Debye est étudié).
e Exercice . L’aimantation moyenne est donnée par M = —g—g = %% In Z. Une seconde application

de Vopérateur différentiel donne la variance, comme dans (27), ce qui fait apparaitre la susceptibilité
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Lt BO—MBC = —g% = ﬁ(%%)zan = [ Var,(M). QED. La relation est trés générale, valable & champ
B # 0, ou méme en présence d’interaction...
La susceptibilité est extensive X = N Xspin OU Xspin €St intensive (indépendante de N pour N — c0). On

déduit Var.(m) = ’“BTTXSpin. Les fluctuations divergent pour T — T.

e Exercice m : En utilisant E = 3NkgpT/2, on fait apparaitre la longueur thermique, d’ott Qn(FE) ~
e®N/2(nA2) N similaire & Zy(T) ~ eV (nA3)~N [la différence des arguments des exponentielles est liée
a la différence entre lentropie S et 1’énergie libre F, i.e. ’énergie].

. Exercice : Energie du gaz de bosons libres : E = Ny x 0+ [;° de pEE — v AT(5/2)¢(5/2)(kpT)5/2

eBe—1
pour T' < Tpg (A est la constante de la densité d’états donnée au début du § ). En utilisant 'expres-
sion kpTgg = W%nwf’ on écrit E(T,N) = a Nkp T5/2/T§g2 avec @ = ggggg ~ 0.77. L’énergie
s’annule plus wvite a basse température que celle du gaz parfait classique Eelass = (3/2)NkpgT (effet du
3/2

postulat de symétrisation). Une dérivation donne la capacité calorifique Cy = b Nkp (T/Tpr)
b=15¢(5/2)/[4¢(3/2)] ~ 1.925.

Finalement on déduit facilement la pression en utilisant p = —J/V et J = —2E/3, d’ottp = ((5/2) (5252 )3/2 (kpT)%/?,
indépendante de n (plateau de condensation pour T' < Ty, artefact du modele sans interaction).

avec
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